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1. INTRODUCCIÓN 
 
Vamos a tratar de aproximar funciones elementales como ,...cos,,log, xxsenxe x  y en general todas 
las funciones que cumplan unas determinadas condiciones por funciones polinómicas en las 
proximidades de un punto. 
 
2. POLINOMIO DE TAYLOR DE GRADO N. 
 
Sea  xf  una función derivable en ax   hasta el orden n inclusive. Vamos a encontrar un polinomio 
de grado no superior a n,  xPn , cuyo valor en ax   coincida con el valor de  xf  en ax  , y los 
valores de sus derivadas hasta orden n-ésimo también coincidan en ax  . 
Escribimos el polinomio en forma de potencias de  ax  : 
         nnn axaaxaaxaaxaaxP  
3
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2
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Si tenemos en cuenta las condiciones que debe cumplir el polinomio descritas anteriormente:
                 afaPafaPafaPafaP nnnnnn   , podemos calcular los coeficientes del 
polinomio: 
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Así, el polinomio  xpn , queda: 
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Definición: Llamamos polinomio de Taylor de grado n de la función  xf  para ax   al polinomio: 
     
  
 k
n
k
k
anann ax
k
af
xfPxPxP  
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,,
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Ejemplo: Sea la función   xsenxf  . Calculamos el polinomio de Taylor en el punto 0x . 
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Así,    
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Ejemplo: Sea la función   xxf log . En este caso no podemos calcular el polinomio de Taylor en el 
punto 0x , porque es un punto que no pertenece al dominio, por ello calculamos el polinomio de 
Taylor en el punto 1x  
              !111,,2
1
2
11
1
1
11
1
1
101log1
1
32




ifffff
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polinomio de Taylor en este caso es: 
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Nota: Si tomamos la función    1log  xxf  podemos calcular el polinomio de Taylor en el punto 
0x . 
Propiedad:
   
 
0lim
1
,1



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xPxf a
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Demostración:        axafafxP
def
a ,1  
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Tomando límites: 
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Nota: Este resultado se puede generalizar a  xP an, .  
Entonces: 
   
 
0lim
,

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
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an
ax ax
xPxf
. 
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Definición: Dos funciones  xf  y  xg  se dice que son iguales hasta el orden n  en ax   si 
   
 
0lim 


 nax ax
xgxf
.  
 
Proposición: Sean    xQyxP  dos polinomios en  ax   de grado menor o igual que n  y supongamos 
que    xQyxP  son iguales hasta el orden n  en ax  . Entonces    xQxP  . 
 
Corolario: Sea  xf  una función derivable n  veces en ax   y sea  xP  un polinomio en  ax   de 
grado menor o igual que n  tal que    xPyxf  son iguales hasta el orden n  en ax  . Entonces 
   xPxP an,  
 
 
3. TEOREMA DE TAYLOR 
 
Hemos trabajado con x  variable y  fijo. Ahora tomaremos x  fijo y n  variable. Hay que tener en 
cuenta que ax   
 
Definición: Llamamos resto del polinomio de Taylor  xP an, , de la función  xf , y lo denotamos 
 xR an, , a la función que verifica:      xRxPxf anan ,,  . 
 
Nota: Buscaremos un método para poder calcular fácilmente el resto. Lo vamos a hacer de dos formas, 
la primera es la constructiva y la segunda es mediante el llamado Teorema de Taylor. 
 
FORMA CONSTRUCTIVA 
 
 
  
  dttx
n
tf
xR
nx
a
n
an  

!
1
,  
 
Demostración: 
 
Si 0n , tenemos que      xRxPxf aa ,0,0  . 
Como          xRxPxfafxP aaa ,0,0,0   
 
Entonces          xRdttfxRafxf a
x
aTFC
a ,0,0   . 
Si 1n , tenemos que      xRxPxf aa ,1,1   
Como        axafafxp a ,1  
 
Entonces: 
         
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n
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Análogamente, reiterando el proceso obtenemos: 
   
 
dt
tf
txxR
x
a
a 

  2
2
,2  
 
Y reiterando de nuevo el proceso, se tiene que si   xf n 1  es continua en el intervalo  xa, , entonces: 
 
  
  dttx
n
tf
xR
nx
a
n
an  

!
1
,     
 
TEOREMA DE TAYLOR 
 
Teorema: Sea  xf  derivable hasta orden  1n  en el intervalo  xa,  y  xR an,  definida como: 
       
  
   xRax
n
af
axafafxf an
n
n
,
!
   
Entonces: 
 
1)  
  
   axtx
n
xf
xR
n
n
an 

!
1
,  para algún  xat ,  es el llamado resto de Cauchy. 
 
2)  
  
 
  1
1
,
!1





n
n
an ax
n
xf
xR  para algún  xat ,  es el llamado resto de Lagrange. 
 
3) Si   xf n 1  es integrable en  xa,  entonces:  
  
  dttx
n
tf
xR
nx
a
n
an  

!
1
,  es el llamado resto 
integral. 
 
Demostración: Sea x  un número fijo. Entonces  xat , : 
       
  
   tStx
n
tf
txtftfxf
n
n

!
 . 
 
1) Derivamos la expresión anterior como función de t, como se trata de la derivada de la función de 
una variable respecto de otra variable diferente, se tiene que es cero 
 






 0
dt
xdf
. 
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Derivando respecto de t en        
  
   tStx
n
tf
txtftfxf
n
n

!
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Si tenemos en cuenta que se cancelan casi todos los sumandos, queda:  
 
  
  

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Aplicando el Teorema del Valor Medio de la función  tS  en  xa, ,  xat ,  tal que 
 
   
ax
aSxS
tS


 . Así, 
      
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Como    xRtS tn,  por definición se tiene que: 
           
  
  0
!
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n
n
xn xx
n
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xxxfxfxfxRtS  . 
Además tenemos que    xRaS an,  
Sustituyendo queda: 
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2) Aplicando el Teorema del valor medio de Cauchy a  tS  y a     1 ntxtg  en  xa,  se tiene 
que existen algún  xat ,  tal que:  
             tSagxgtgasxS   
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3) Aplicando el Teorema Fundamental del Cálculo integral a  tS  en  xa,  ya que   xf n 1  es 
integrable en  xa,  tenemos: 
      dttSaSxS
x
a   
Como  
  
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n
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1
 tenemos que:    

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n
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!
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Como    xRtS tn,  se tiene que     0,  xRxS xn  y que    xRaS an,  
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  
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4. DESARROLLO DE UNA FUNCIÓN EN SERIE DE POTENCIAS 
Definición: Llamamos serie de potencias a una serie de funciones de la forma k
k
k xa 

0
 donde 
  ,,,, 10 naaa  son constantes. A estas constantes las llamamos coeficientes de la serie. 
Definición: Una serie se dice que converge si 


k
k
k xa
0
. En caso contrario se dice que diverge. 
Nota: Si 0
0



k
k
k
k
k
k xaxa . 
 
Teorema de Abel: 
 
1) Si una serie de potencias converge para un valor 0x  no nulo, entonces: 0xxconx   la serie 
converge absolutamente, es decir 


k
k
k xa
0
. 
2) Si la serie diverge para un cierto valor 1x , entonces diverge 1xxconx   
 
Demostración:  
 
1) Como la serie: 
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
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k
k  converge para 0x , se 
tiene que 00
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k
k
k xa , es decir, .0 0 kMxaquetalM
k
k   
Y la de sus valores absolutos: 






1
0 00
2
00
0
0
2
0
2
2
0
010
quemenor
razónde
geométrica
Serie
k
k
n
n
n
no
x
x
M
x
x
M
x
x
M
x
x
MM
x
x
xa
x
x
xa
x
x
xaa


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Así, 



00
0
0
010
k
k
k
n
n
n xa
x
x
xa
x
x
xaa   converge absolutamente. 
 
2) 
1
0
xciertounparadivergexa
k
k
k


 . Entonces también diverge para cualquier x  tal que 1xx   
porque si fuera convergente para ese valor de x , por 1) sería convergente en 1x , lo que es absurdo. 
 
Nota: Por el Teorema de Abel si una serie es convergente en 0x , entonces es convergente x  tal que: 
 00 , xxx  , y si una serie es divergente para 1x  también diverge x  tal que: 
    ,, 11 xxx . 
 
Corolario: El dominio de convergencia de una serie de potencias es un intervalo con centro el origen de 
coordenadas. 
 
Definición: Llamamos radio de convergencia de una serie de potencias y lo denotamos por R, al valor 
que verifica que: 
  RRx ,  la serie es convergente. 
  RRx ,  la serie es convergente. 
Nota: Si RxóRx   hay que estudiar la serie de forma particular para cada función. 
 
Definición: Dada una función   Cxf  (es decir, infinitamente derivable y con derivadas continuas) 
en un entorno de ax  , llamamos desarrollo de  xf  en serie de Taylor a la expresión: 
 
  
 



0 !k
k
k
ax
k
af
xf . Si 0a , el desarrollo se llama de Mc-Laurin. 
 
Observación: 
 
       
 
    
 
  
   
xanR
xanP
dttxtf
n
axafafxf
nx
a
n
,
,
1
!
1
 
  
 
Proposición:   xeseparaeconvergentesTaylordeserieLaxR an
n


0lim ,  
 
Proposición: Sea      raECxf , . Sea k  una constante tal que    raExnkxf nn ,,  . 
Entonces la serie de Taylor de  xf  en ax   converge hacia    raExxf ,   
 
  ● 
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